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Wow! FAM®S er tilbage

Kristian Knudsen Olesen

Langt om leenge er FAM@S tilbage. Mange kan nok stadig huske
Famgs, fra for det stoppede i 2007, men for dem som aldrig har
stiftet bekendskab med bladet, er FAM@s! et fzelles fagblad for Ak-
tuar, Matematik, Matematik-@konomi og Statistik. Bladet bliver
kgrt af studerende, og dets formal er hovedsageligt at underholde
og at give en mulighed for at dele ting, man har pa hjertet.

Hvordan startede FAM®@S

Fam@s blev stiftet 1 1987 af tre studerende pa de matematiske fag,
Ernst Hansen, David Lando og Marc Andersen. Nogle ar fgr hav-
de der veeret et andet fagblad pa matematik kaldet "Plus/Minus’,
som hgrte under matematisk fagrad. Plus/Minus stoppede, fordi
der ikke var kreefter nok i fagradet til at holde sadan et blad keg-
rende. De 3 studerende startede FAM®s, da de mente der var brug
for et fagblad pa matematik til at samle de studerende, specielt
ogsa pa tveers af de matematiske fag.

Til at starte med var det de tre stiftere, der skrev alt indholdet
selv, men senere kom andre studerende med i redaktionen, bl.a.
Sgren Eilers i 1988. I dag kommer bladet bade i en trykt og en
elektronisk version, men da bladet startede fantes det kun i en
papirversion, der blev trykt pa et studentertrykkeri i den gam-
le brandstation pa den anden side af Jagtvej. I 1990 blev alle
tre stiftere faerdiguddannede og bladet blev overladt til resten af
redaktionen. Siden da har FAM@S haft mange forskellige redak-
tioner, indtil det stoppede i 2007.

!Som titlen antyder (se forsiden).

FAaM@s oktober 2011
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[6] C. Berg, Fibonacci numbers and orthogonal polynomi-
als. To appear in Arab Journal of Mathematical Sciences.
(ArXiv:math.NT/0609283v2)

[7]  C. Berg, Ortogonale polynomier og Hilbertmatricen. Nor-
mat 54 (2006), 116-133.

[8] T.S. Chihara, An introduction to orthogonal polynomials,
Gordon and Breach, New York-London-Paris, 1978.

[9] Man-Duen Choi, Tricks or Treats with the Hilbert Matriz,
Amer. Math. Monthly 90 (1983), 301-312.

[10] A. R. Collar, On the Reciprocation of Certain Matrices,
Proc. Roy. Soc. Edinburgh 59 (1939), 195-206.

[11] G. Gasper and M. Rahman, Basic hypergeometric series,
Cambridge University Press, Cambridge 1990, second edi-
tion 2004.

[12] D. Hilbert, Ein Beitrag zur Theorie des Legendreschen Po-
lynoms, Acta Math. 18 (1894), 155-159. (367370 in “Ge-
sammelte Abhandlungen 11”7, Berlin 1933.)

[13] M. E. H. Ismail, Classical and Quantum Orthogonal Po-
lynomials in One Variable, Cambridge University Press,
Cambridge 2005.

[14] G. Szegd, Orthogonal Polynomials, fourth edition. Ameri-
can Mathematical Society, Providence, 1975.

Christian Berg, Institut for Matematiske Fag, Universitetspar-
ken 5, DK 2100 Kgbenhavn (), Danmark. email: berg@math.ku.dk
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Wow! FAM®S er tilbage

man keele lidt for detaljerne, ved fx. at fikse upassende lineskift
og sadanne. For at bruge skabelonen beskrevet ovenfor, skal man
have klasse-filen simplefamos.cls liggende i samme mappe som
skabelonen. Denne fil kan hentes fra

http://www.math.ku.dk/famos/skabelon/simplefamos.cls

Hvis man finder denne sidste del om klasse-filer meget forvirende,
sa vil vi gerne laegge veegt pa, at man ikke behgver at skrive sine

indleeg i INTRX.
Spgrgsmal og problemer

Hvis du har problemer med at fa skabelonen til at virke, spgrgsmal
vedrgrende opsztningen af dit dokument i IXTEX eller hvis du har
generelle spgrgsmal til FAM@S, s& skal du veere velkommen til at
kontakte FAM®@S pa

famos@math.ku.dk

Tilbage er der kun at sige god forngjelse med at skrive indlaeg til
fagbladet FaAmos.

FaMm@s oktober 2011
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og integrerer den hele holomorfe funktion f(z) = p(z)?,z € C
over halvcirklen [—1,1] U {e® | t € [0, 7]} og far

H : . .
on\ @Sii\ %5&.%%
-1 0

hvoraf

\OHEQK dt < \lﬂ@?&w gt — 7\&\o43 ity2it &7 \oa p(ett)[2 d

Ved at kombinere denne ulighed med (25) og (26) folger hgjresiden
i (24). O

Neerverende smarte bevis skyldes Toeplitz.

Bemaerkning 8 Hilberts ulighed udvides let til komplekse tal: For
(ag,ai,...,a,) € C"1\ {0},n > 0 geelder

0< M Y% QMU_H;_M (27)

DQ.IAT_'H

(Seet aj = o +if5; og brug den reelle ulighed to gange.)

Definerer vi nu en operator H pa S = span{e;,j = 0,1,...}
ved linearitet og ved fastsattelsen
> 1

mn“
P Py

som har mening i £% da >-220(j +k+1)"2 < oo, ser H : § — (2
en taet defineret operator, som opfylder

0 < (Hx,x) < 7|jz||*>, x¢€ S\ {0} (28)

21. argang, nr. 1
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Christian Berg 53

Hilbertmatricen ., som operator pd Hilbertrummet (>

Betragt Hilbertrummet ¢, som bestér af alle kvadratisk summab-
le komplekse talfglger, i.e.,

¢ ={x=(zn)nz0 | Y_ lonl® < oo}, (21)
n=0

med skalarproduktet

(x,¥) =D wnTn- (22)
n=0

e 5
BRET oG

WINEARTY Nokm-
& o w Vektorerne ¢y = (1,0,0,...),e; = (0,1,0,0,...),... udggr en or-

FULDSTR NI tonormal basis for Hilbertrummet ¢2.
e Til en begraenset operator A pa £2 knyttes den uendelige matrix
—] A= (a;r),0 < 4,k givet ved
ajr = (Aey, ej), (23)

altsa k’te sgjle er koordinaterne til billedvektoren Ae; med hensyn
til den ortonormale basis. Der geelder altsa

oo

o0
Aey = ajre;, ||Aer|]> = lajil?,

=0 §=0

hvor den forste rackke konvergerer i £2 og den anden rsekkesum
fglger af Parseval’s formel. Specielt har vi, at A’s sgjler tilhgrer
Hilbertrummet.

Man ser let at matricen hgrende til den adjungerede operator
A* er matricen A*, hvis (j, k)’te element er @y ;. Specielt folger,
at operatoren A er hermitesk hvis og kun hvis a; = @ ; for alle
J, k.

Spgrgsmalet er nu om Hilbertmatricen Ho, er matrix for en
begraenset operator. At svaret er ja folger af

21. argang, nr. 1
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En satning om primtal som en sum af to kvadrater

Det overlades som en let gvelse til laeseren at tjekke at disse af-
bildninger er veldefinerede.

Det bemzerkes forst at A2 = B2 = C? = E, hvor E som szd-
vanlig betegner enhedsmatricen, og at afbildningerne dermed alle
er involutioner®. Videre ses det let at

fa(T) ={(z,y,2) € §: 2 <0} og

faU) ={(z,y,2) € Stz —y+2 <0}

samt at disse opfylder at S = T U f4(T) da punkter af formen
(z,9,0) ikke kan veere elementer i S, eftersom fire ikke gar op i p,
ogat S=UU fa(U) eftersom z —y + z = 0 giver at

p=day+ 22 =dzy+ (y—2)? = (x +y)*

hvilket ikke er muligt da p er et primtal.

Da videre fa: S — S er en involution, og saledes specielt en
bijektion, ma vi have at |T'| = |fa(T")| og |U| = |fa(U)|. Vi kan
saledes slutte at 2|T'| = |S| = 2|U|, da TNfa(T) =UNfa(U) =0,
og dermed er |T| = |U].

Vi bemearker nu at punktet (k,1,1) er et fikspunkt for funk-
tionen fo: U — U samt at dette er det eneste sddanne fikspunkt
eftersom

AHL&VNV ”.\.QAAR.T@“NVV = A&|@+NL§M@|NV =y=z

men da er p = 4day + y? = (4o + y)y og eftersom p er et primtal
kan vi slutte at y = z = 1 og dermed at = = k.

Eftersom fo: U — U er en involution pa U med netop et fiks-
punkt, fglger det nu at kardinaliteten af U er ulige, og dermed

3En involution er en funktion som er sin egen invers.
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Da p,, har den ledende koefficient AIC:@U fplger, at de ortonor-
male polynomier er givet ved (16).
Bemzerk, at p,(0) = 1 for alle n. O

Da momentfalgen er s, = 1/(n + 1) ser vi, at Hankelmatricen
H,, er en matrix af stambrgker

1 1 _1
2 1
11 "
2 3 e n+2
m: = . . . )
1 1 1
n+l n4+2 "7 2n+4l

altsa Hilbertmatricen fra indledningen. Den er positivt definit og

der gaelder A
(12 - -~ (n))]
Dn = anEh - Cn+ 1) (18)

For at se (18) bemeerker vi, at den ledende koefficient til P, er

P
/Dn_1/Dp =2+ 1"
n

ifplge (8), altsa

2
Dt on\”  (2n+ 1)!(2n)!
D, (2n+1) n (n!)* ’

og heraf fremgar formel (18), som skyldes Hilbert, se [12]. Det
fremgar ogsa, at 1/D,, er et helt tal. Der geelder imidlertid meget
mere som pavist i [10]:

Saetning 5 Den inverse matriz til Hilbertmatricen har heltallige
indgange.

21. argang, nr. 1
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Politisk indslag

Det kompakte politiske
vektorrum

Kristian Peter Poulsen

Det kompakte politiske vektorrum

Vi har alle hgrt om hgjre-venstre-skalaen i forbindelse med at
placere partierne i forhold til hinanden. Her har man Enhedsli-
sten leengst ude til venstre og enten Liberal Alliance eller Kon-
servative leengst til hgjre, da skalaen jo oprindelig er baseret pa
partiernes holdninger til omfordelingspolitk. Der er sikkert og-
sa flere, som i forbindelse med valget eller andre steder har set
en lidt mere kompliceret beskrivelse. Her bruger man nemlig to
skalaer, s& man far et to-dimensionalt koordinatsystem at ind-
seette partierne i. Den lodrette akse betegner partiernes hold-
ninger til sdkaldt veerdipolitik (miljg, udleendinge, gkologi mm.).

Det er sa her, hvor jeg i 2007
ikke vidste hvad jeg skulle skri-
ve om i 3.g-opgaven; men kom
pa at jeg kunne lave en bedre
og mere praecis beskrivelse af
det politiske landskab.

Man bruger et n-dimensionalt
vektorrum, hvor der til hver
akse er et politikomrade. Det
kraeves indtil videre, at omréa-
derne er lige vigtige. Partierne
skal sa have en veerdi pa akser-
ne, som er begraenset (f.eks. [—1,1]). Vi far herved, at partierne
kan opskrives som vektorer i det kompakte politiske vektorrum
U,, med n politikomrader. Det er nu muligt at tale om hvorvidt

¢ Statsministeren

B Darth Vader

Figur 1 Et godt eksempel
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Saetning 3 Der gelder

idet E, er enhedsmatricen af orden n + 1.

Bevis. For 0 <[ < n giver den reproducerende egenskab (11) a

\H@A:ARTS du(z) =o'

Pa den anden side har vi

\& K, (z,y) du(x MM@SV Iy dp(x)
7=0k=0
MU Mumtl@?m v,
k=0

og derfor er

Muz L,

n
mr.b 3.k = %N%.
Jj=0

O
Legendrepolynomier
Saetning 4 Polynomierne
1
pn(x) = D" [z(1—2)", n=>0 (15)
n!

21. argang, nr. 1
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Det kompakte politiske vektorrum

Christian Berg

47

sjeeldent er tilfseldet. Her kan man bruge partiernes mandattal
som veegt for deres magt. Givet k partier py,...,pr € U, hvor
det i’te parti har mandattal m; og s er summen af de k partiers
mandattal. Vi far da koalitionens standpunkt som

Jeg naevnte tidligere det med, at politikomraderne skulle veere li-
ge vigtige. Det er jo meget subjektivt, hvad det enkelte menneske
mener er vigtigt, nar vi taler politik. Det vil altsa vaere neerliggen-
de at have en vaegt pa hver akse, som ggr, at de enkelte omrader
bliver veegtet alt efter hvem, der sidder og vil beregne afstande.
Hvis man f.eks. har veegtene a1, ...,an, hvor > ; a; = 1, vil et
parti p1 = (z1,...,2,) € U, komme til at hedde

P11 = ASar:;@:a:v.

Néar nu vi har opbygget denne smarte model skal vi huske, at det
hele hviler pa de veerdier, som partierne skal have. Det er ngdven-
digt at overveje, hvad der skal til for at ende i den mest markante
veerdi pa et omrade. F.eks. ville ingen af de danske partier ende i
yderpunktet (hgjreorienteret) pa det omfordelingspolitiske omréa-
de.

Ydermere er det bemerkelseveerdigt, at vi forsgger at beskrive
lgse ord og udtalelser vha. stringent matematik, der ikke er til
diskussion. Dog kan man opstille kriterier for hvor meget forskel-
lige holdninger indenfor hvert politikomrade veaegter i forhold til
den veerdi man skal na frem til. Der er bare lige det, at det er en
ufattelig omfattende opgave, sa det gider jeg ikke ggre.

FaM@s oktober 2011

Heraf fas specielt, at der for et polynomium p af grad < n gealder

pla) = [ ply) Kl y) duy) ()

Man kalder derfor K, (x,y) den reproducerende kerne.

Der vides igvrigt naesten intet om punktvis konvergens af oven-
staende ortogonaludvikling i det generelle tilfaelde.

Som optakt til Christoffel-Darboux’s formel for kernen K, (x,y)
skal vi forst redeggre for et andet nggleresultat om ortogonale
polynomier. Ortogonaludviklingen for x P, (z) er den endelige sum

n+1
xPy(z) = M c(n, k) Py(z), (12)

k=0
hvor
c(n, k) = \&ﬁ:?&ﬁﬁav du(z), k=0,1,...,n+1.
Polynomiet P, er ortogonalt pa alle polynomier af grad < n — 1

og specielt pd zPy(x) for k < n — 2. Dette viser, at der er hgjst 3
led i summen (12). Seettes for n =0,1,...

iy = \ 2P2(2) dp(z), by = \ 2P (2)Posr (2) dp(z),  (13)
har vi klart ¢(n,n) = an,c(n,n + 1) = b, men ogsa (for n > 1)
c(n,n—1)= \ 2Py () Pp—1(x) du(x) = bp—1.
Udnyttes, at den ledende koefficient i P,(x) er givet ved (8), s

ser man let af (13), at b, er givet ved udtrykket i fglgende hoved-
resultat:

21. drgang, nr. 1
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Matematik & filosofi

Mikkel gik videre og forklarede hvad sit forskningspro-
jekt gik ud pa4a,

Min indfaldsvinkel var, nu da jeg havde denne her baggrund
indenfor kunstig intelligens, hvor man havde fundet ud af, at det
klassiske logik drevne paradigme havde spillet fallit, at spgrge:
hvad ville de her nye erkendelser om hvordan mennesket teenker,
betyde for den made man s& p& matematikken?

Mikkels forskning — naturalisme

Jeg tog udgangspunkt i naturalismen, hvor man beskriver et fae-
nomen — i det her tilfeelde matematikken — ved kun at tage ud-
gangspunkt i videnskabelige teorier om mennesket og virkelighe-
den omkring os.

Mikkel forklarer, at naturalismen selvom den umiddel-
bart virker ukontroversiel, langt fra er det. F.eks. ude-
lukker den en del klassisk matematik-filosofi, som f.eks.
Platonismen.

Mit bidrag er at jeg har gjort op med en reduktionisme som
typisk ligger i de naturalistiske beskrivelser af matematikken. Man
ville altid forsgge at benytte én forklaringmodel til at reducere
matematik til én type entiteter.

Mikkel forklarer, at der saerligt var tre sidanne forkla-
ringsmodeller indenfor naturalismen. Den evolutionsbio-
logiske model, hvor alt matematik kan forklares som et
resultat af Darwinistisk evolution. Den kognitionsteore-
tiske model, hvor man forklarer matematikken ud fra de
mader mennesket teenker pa. Den tredje model, den so-
cialkonstruktivistiske, vil forklare matematikken ud fra
sociale forhold, f.eks. menneskelig interaktion, politiske
magtforhold, osv.

FaMm@s oktober 2011
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idet p, g er som i (5) og (bo, b1, - .., bn)t er en sgjlevektor. Her har
vi for simpelheds skyld antaget, at begge polynomier har grad
< n, hvilket altid er muligt ved at tilfgje nulled.

Man ser, at matricen H,, er positivt definit, og dermed er D,, :=
det H,, > 0 for hvert n.”

Det er igvrigt en simpel gvelse i determinantteori at vise, at P,
kan udtrykkes pa folgende made (idet vi seetter D_; = 1)

%O S1 P %3
1 S1 S2 0 Sptl
P,(z) = det 7
Sn—1 Sn " S2pn—1
1 x - z"

Ved at udvikle determinanten efter sidste rackke ser man nem-
lig, at formlen (7) definerer et polynomium P, af n’te grad og den

ledende koeflicient er
,\UslH\bs“ Amv

sd (i) er opfyldt. For at se (ii) udnyttes ogsd udvikling af deter-
minanten efter sidste rackke, sa for k < n er

S0 S1 Sn
. s1 s Sp+41
Po(z)ak dpu(z) = ——=———=det | : : :
\ vV U:\Hb: ) ) ’ ’
Sp—1 Sn Tt S2n—1
Sk Sk+1 " Sk+n

"En bergmt Seetning af Hamburger fra 1920 karakteriserer momentfgl-
gerne ved disse egenskaber: Lad (s,) vere en reel talfolge med egenskaberne
D,, :=det H, > 0 for allen > 0 og antag so = 1. Sd er (sn) momentfolge for
et passende p € M™.

21. drgang, nr. 1



1 "1u ‘Suedie 'Ig

80 YI1eWo)ewW WO[OW SUTUJAUNUSWIWES JR} }0FOW U IeA IO(]
(O @paie3{i0} I9 ‘[ldsusuwrues suayjoso[y
30 suayIjeuIajell 9PUIGIPIA IaUe) SURY WO IPI] 9497
1 1 19J9SSaJ9)Ul BSSO 1A Jea ‘Usfjoso[ij-qirewajewt ed Jou
-0I)) kol SOULJISd[JRUId)JeUl WO IPI[ I8y OARY B I9H
‘JOSO[-3[} eI} RUL
IeQSNIQ 9IOW US 8] B 1 9POIOSSaIafUl 1o (] "Iopaypues o31A9 19
10[q oY1 Mryewdjew Je vd pow 307 1o 30 ‘ouqe S0 opoIojyopel
1980l 1o 2IONIJRUIS)RUI dSURN 1o SI[JU0F0 N[IRUISJRU PRAY[ € Pl
OpPUY € T 9PAISSSIIUI 10 S0 Jow[qold 1o Iop e ‘ISAO IR[Y Id
op ‘powt joxyeUS IRy 30 WIOS dIONI)RUWOJRWSSUIUNSIO] Op USIA
“Iopoypues
93Ip[ASopuo Iop op Poul oUWINIOY URY 9IR( URUI SIAY ‘OSIAIOPUN je
9101707 1080 10 10P 98 ‘30 ourofes I01001[dwoy J0[q 1oP e ‘Ioudw
9(] "131[IeS oY 1950U I USYIIRUISIRUI IR ‘Je 9pI[[Iq JoP 9IeAa(
1PpO3 TIA (] "}SI[IULHO O[[eR).I0] [BYS URUI J930U 1o O JoP 1B UoUI
‘UOYYRUS WO 1080U 9IRA UeY JPOS IOp IR ‘IOUOW IOP ‘QIIR[AISRU
-WIAS RIJ S[IRW-0 OPOIA 98] IeY 39[ IOAY — Se[PUINLIS SUSNYI}eUo) W
10} 9IpGFopol Uey )SIpPu®)Sp[NJ YSLS0[ oYl URWI je WO "S}o'J — I9[
-yrre a8pqessuapratendod o[30u 10A0INS IRy 3o OpalA joZomt
JOAT[( OP — OIOIR[OISRUWAS "SYO°J ‘OION[1RWOIRWSSUTUNSIO) 10 NI
WOS WP JPUR[q 10 1op ‘PUR)SPOU IOPGUL I0ATR 10] 3a( I0AT I0(]
“Topaypues
9[[oSIPAIUN Je IRISaq Ol UeMIjewajeuw je ‘Je pojsue Iode) Iap
‘9I01)RWD)RII 9SURWL 1P I8 19(] "I0[0Iq SOIOA S0 IN)Ny SOIOA Je
joxI1ARd 10 U ‘ISPSYPULS 9FIAS 19 XL 19D 1Y "INJeU SUd I0] JAI)
-pn 10 19 90[q YIIRWD)RW Je ‘I9SIS URU )8 WO JIS JOPAIQ oI Iop
930U 10 I9(] OS[OPUANUSS BSGO UOW ‘PURISPOUW OPR( JOPPU URA
‘U9LIOd)SUOIIUS0Y 30 ‘uarso[
-01( ‘U9IS0[0IJ0S I0J puer)ISUSS [} SOIGS j[oJoulIo SoJIop e
‘ed 1o uoI eI SouIaIjeWIojeW peAl urey 9)3ands 1A

JAS

uaspLINe] Wo41sIa||o quapald 73 siadg youled uiMe

TT0g 19030 SOINVH

FﬂAQQ“ “e nw ngvﬁmAﬁdp P FH@ nO@v — A@ hﬁwv

jo93npold reress paw
UQWIUIRS IoGURT ULIOJ dXSI)RIPLAY SPULIAY[I} USP S0 YSLIJOWIWIAS
o Ypy uedlIRN ‘U (13 () eIy Jo[[¢s S0 Ioxyeel ororowIUNU Je IOJ
uonIpeI} 10 1p 19pt ‘4tfs 1o vpy weotrpewr (T 4+ u) x (T + u) 1
JUOWA[E 9%,y ‘L 19P 1B [13 ONIRW e "dULIIDUIYUDE]  FOP[BY

ugg ... Itug ug
n...FHBOH\R ¢ : . . Hﬁm

T+ug ... s Ts

ug Is Os

oULIoOLIjeU Je Q@MQMQU%\.«@@ JoAR LI} TIOS

0= 0=¢
() Hgfrtts L= ()

IA IOpUY es

0=" 0=,
(9 219 L = (@D ‘o = (2)d

STAT[ I0J ‘OUIYUSWIONL Je
Ip3ueeyye uny (§) jepnpolidre[ess je ‘efleuaq je plea 19 19(]
"€hV stasployuay €77 1oneaAlu [13
do 1ouorsuny oxSLeWo03I0dAY-b I9[0 JouOoIUNy dysLIjotoa3I0d
-A WOS SaY[I}sWal] uey Iop Ierwoui[od op 19 19(] "UOISIoA-D S}ap
Io[[® eways Ao¥sy o)preyes 10p I opeiido mrwoui[od o[eu03501.10
9)s81981A 9] *[¢T] [rews] Je Yerdouowr aAu 301 uap 13 S0 [g] Soq s vl
-eqr)) 113 ‘[1] 10zo1yyy 80 [F1] 080z Je IoIRA ONSISSR[Y Op [1} SOS
-1AtRY] JoTwouA[od 9[eU0F01I0 10 LI09] J[[0I0USS3 USP SPULIBIPIA
Uy 9310} opuessed uo powr YUy = “d WOS J9AIS SIASI[URA
-pes 10 ‘ouroriouA[od 1qOdR[ S0 AQUSAQOY)) ‘OIpuUSor ‘orronger]

uasujewaq|iH

14



18

Matematik & filosofi

filosofi langt op i historien, ogsa i de fgrste artier af 1900-tallet.
Der var mange store filosoffer, der ogsa var matematikere, og om-
vendt... man kan ikke sige hvad de var, om det var det ene eller
det andet. Leibniz, Descartes, Hilbert, Godel, Wittgenstein... I
1600- 1700-hundrede tallet skelnede man ikke mellem om man
var filosof eller matematiker. Det stoppede i 1930’erne. Der blev
matematikfilosofien — i hvert fald den som matematikere beskaef-
tigede sig med — til matematisk logik som egentlig bare blev en
underdisciplin af matematik. Der var selfglgelig nogle, som brgd
ud og filosoferede mere frit over hvad matematik var, udover den
matematisk-logiske eller formalistiske ramme. F.eks. Ruben Hersh
og Paolo Mancosu. De matematikfilosoffer vi har herhjemme er
sadan nogle som Jessica Carter, og Henrik Kragh [begge mate-
matikere, red.].

Mikkel forklarer, at der nu er flere folk med forskellige
baggrunde, som bedriver matematik-filosofi, f.eks.

kognitionsteoretikere, biologer, og filosoffer, som slet ikke har
en faglig baggrund indenfor matematik, men som betragter ma-
tematik, som objekt — de ser pa matematik udefra.

Videnskabsteori — fagets relevans

Kurset “Videnskabsteori for de matematiske fag” som
Mikkel underviser i er et specielt kursus, idet indholdet
ikke som sddan er matematik, men bevaeger sig pa et me-
taniveau, hvor matematikken selv, er genstand for viden-
skabelige undersggelser. Vi spurgte Mikkel hvad kursets
formal er.

Det er en opfordring til at teenke selv. Det er en begyndelse,
som skulle veere nok til at folk selv kan komme videre, hvis de

interesserer sig for videnskabsteori.
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som antages at eksistere. Det er nu muligt at indfgre et skalar-
produkt pa vektorrummet P af polynomier med komplekse koef-
ficienter ved

(v0) = [ p@)a@ du(e), pogeP. @)

Med til kravet for et skalarprodukt hgrer, at ||p|| = /(p,p) = 0
kun er muligt, ndr p er nulpolynomiet. Af [ [p(z)|? du(z) = 0 skal
altsa fglge, at p er nulpolynomiet. Da et egentligt polynomium kun
har endeligt mange rgdder, ma vi kraeve, at sandsynlighedsmalet
1 ikke er koncentreret i endeligt mange punkter. Maengden af
sandsynlighedsmal pa R med vilkarlige momenter og som ikke er
koncentreret i endeligt mange punkter betegnes M*.

Lad der nu vaere givet u € M*. Gennemfgres Gram-Schmidt or-
tonormalisering af monomierne 1, z, 22, ... opnés en folge (P, )n>0
kaldet de ortonormale polynomier knyttet til u, og som er enty-
digt bestemt ved kravene

(i) P, er et polynomium af grad n med positiv ledende koeffi-

cient,

(i) | P(@) Pra@) dia() = b = § 7T
0, forn #m.
Da p har masse 1 ma Py(x) = 1. Man ser let, at P, far reelle
koefficienter, sa konjugering over P, (z) er overfladig i ligningen
ovenfor.
Hvis (kn)n>0 er en folge af reelle tal sa kg = 1, k,, # 0 forn > 1,
s vil polynomierne p, = k, P, i stedet for (ii) opfylde

\ Pa(2)pm (@) i) = K200 1m.

De ortonormale polynomier P, er isar nyttige ved teoretiske over-
vejelser, men de klassiske ortogonale polynomier, dvs Hermite,

21. drgang, nr. 1
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Matematik & filosofi

Hvad er Matematik?

Vi ville hgre om Mikkel, som en, der kommer udefra,
kunne give en definition pa hvad matematik er.

Det var et godt spgrgsmal. Ja, det er faktisk utroligt sveert at
sige. Altsa en klassisk definition tror jeg ville vaere at matematik
er det der beskaftiger sig med antal og stgrrelser. Det vil sa at sige
veere de to rgdder matematik begynder med og sa er der bygget
ovenpa med lag pa lag af abstraktion, nye inspirationskilder og
behov fra videnskaberne omkring. Der har veeret et behov ikke
bare for at beskrive antal og stgrrelser, men ogsa - for at tage et
af de helt store eksempler — for at beskrive bevaegelser og dynamik
og pa den made far man sa klistret analysen pa og sa videre.

Det er en sjov definition du kommer med. Den hand-
ler om hvad der udggr objekterne, men siger ikke noget
om metoden — beviset — som mange maske vil mene er
kendetegnende for matematik.

Det kan I have ret i, men det er maske ogsa fordi jeg har et
udgangspunk, der siger, at man ikke ma glemme rgdderne, og
det er maske den fejl man begir i den der meget hardnaesede
formalisme; hvor man s& at sige sparker den stige, man selv er
kravlet opad vaek under sig. Beviset er for mig et argument for,
at en bestemt sasetning er rigtig. En klassisk definition pa et bevis
er, at det er en logisk gyldig slutning fra sikre praemisser som
dermed ggr en saetning sand — ubetvivlelig sand. Det vil jeg ikke
sige. Jeg vil sige, at det er et argument, der ggr at vi overbeviser os
om, at en saetning holder i et eller andet omfang. Men sd kommer
sporgsmalet sa: "Jamen, hvad er si et argument?’ og det er derfor
jeg hellere vil sige et argument, for det kan veere s mange ting.
Nu har vi et bestemt syn pa hvad et argument er; hvor det skal
have en formel struktur, men det kunne veere alle mulige andre
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man gnsker at udregne den inverse matrix pa computer og reprae-
senterer stambrgkerne ved decimalbrgker opdager man, at der kan
ske betydelige afrundingsfejl.

Den kendsgerning, at

1 L
il
0

som kan udtrykkes, at Hilbertmatricen er Hankelmatricen (s;1)
hgrende til momenterne s, = 1/(n + 1) for Lebesguemalet pa en-
hedsintervallet, jfr. detaljerne nedenfor, fik mig til at spekulere
pa om ikke egenskaber ved de tilhgrende ortogonale polynomi-
er, nemlig Legendre polynomierne, skulle kunne forklare, at de
reciprokke Hilbertmatricer er heltallige, og det viste sig at vee-
re tilfeeldet. Det er diskuteret i detaljer i [7]. Overraskende nok
geelder noget tilsvarende hvis Hilbertmatricen erstattes af Filbert-
matricen
Fn=(1/Fjk+1),0 < j,k <m,

hvor Fy = 0,F1 = 1,F,41 = Fjy + Fru—1,n > 1 er folgen af Fibo-
nacci tal, se [6] eller det mere generelle resultat i [3].

I de sidste 25 ar har der veeret stor matematisk aktivitet i omréa-
det ortogonale polynomier og specielle funktioner. Der kan frem-
haeves mange grunde til det og lad mig naevne nogle fa:

Med de fantastiske beregningsmuligheder som computerne har
givet, har der veeret behov for at raffinere de eksisterende teore-
tiske metoder. De klassiske ortogonale polynomier har altid spil-
let en vigtig rolle ved numeriske beregninger (Gauss kvadratur).
Computerne har gjort det meget nemmere end tidligere at teste
hypoteser om specielle funktioner.

Teorien for g-serier eller g-specielle funktioner, der gar tilbage
til Heine (1848), har fiet en renaessance bl.a. pd grund af fysiske
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Matematik & filosofi

og hvilke konsekvenser det vil have. Der er en matematikfilosof
som hedder Penelope Maddy, der har skrevet en hel del om det.
Nu bygger ZFC jo pa mangdelzere, men der er ogsa andre, der
overvejer om man skulle tage udgangspunkt i nogle andre teorier;
for eksempel kategoriteori.

Men tror du der vil vaere tale om, at man vil erstatte
ZFC med for eksempel et kategoriteoretisk grundlag, el-
ler vil vi maske se en pluralitet af aksiomssystemer [for
hele matematikken], der eksisterer side om side pa sam-
me made som den euklidiske og ikke euklidiske geometri
gor idag?

Det er jo et sociologisk spgrgsmal I stiller der, for det kom-
mer an pa hvordan matematik fungerer som paradigme. Historisk
set har matematik veeret utroligt paradigme steerkt, hvor det har
vaeret ét paradigme, der har domineret. Det ligger maske blandt
andet i den traening man far som matematikker, man bliver indso-
cialiseret meget effektivt i et bestemt paradigme. Man bruger al
sin energi pa at laere at ggre al ting sadan som laereren gor det.
Hvis du kigger i matematikhistorien har der veeret meget fa afvi-
gende paradigmer. Et eksempel er intuitionismen. Der er stadig
vaek nogle fa intuitionister tilbage, men det er ikke sddan at man
har to forskellige skoler.

Mikkel nsevner her computerens indtog i matematik-
ken og den eksperimentelle matematik som et omrade,
hvor man maske sa smat kan se et opggr med, hvad der
skal til for vi tror pa en ssetning, altsa hvad der udgdr et
godt argument.

Det er praecist der [med hensyn til hvornar vi skal godtage en
setning] hvor matematikkerne har veeret forblgffende enige. Tkke
over historisk tid, men hvis du tager det tveersnit pa et givet tids-
punkt s& har der, maske ikke veeret 100% enighed, men en ret stor
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Her er det sa. Blokkens obejkt: Et par gode kasser!

Med disse sobre ord vil FAM@S redaktion godt abne FAM®S helt
egen brevkasse. Har du noget pa hjertet, har du et spgrgsmal
eller er der noget du godt vil have diskuteret, sa skriv et
elektronisk brev til famos@math.ku.dk.

21. argang, nr. 1
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hvis man har en uendelig raeekke. Gar man tilbage til 1800-tallet
var der mange forskellige svar pa hvad der var det rigtige at ggre.
I sidste ende blev en af dem valgt ud af forskellige arsager, men
her kommer den virkelige verden jo til kort, eftersom der ikke er
uendelige mange objekter. Det skyldes altsa alle mulige arsager
om, hvad der passede bedst ind i den matematik man havde. Det
svar som I far nar I leeser, det er en konsensus som man blot har
besluttet. Man kunne ggre det pa alle mulige andre mader, det
vil der ikke veere noget til hinder for udover at det ville blive lidt
besvaerligt at regne, eller at man ikke ville kunne fa de resultater
man gerne ville. Det er altsé en social konsensus som bliver indso-
cialiseret, nar man studerer. Derfor mener jeg, at autoriteten til
at sige hvad der er rigtigt eller forkert i hgjere grad ligger i det
sociale feelleskab indenfor matematik, end den ggr indenfor for
eksempel et fag som fysik eller kemi. Der har vi en fysisk virkelig-
hed, der i hgjere grad har autoritet til at sige hvad der er rigtigt
og forkert. Det ligger i matematikkens natur, at der er sidan en
hgj grad af konsensus. Der bliver taget nogle beslutninger i de
sociale feellesskaber af matematikere, som der ikke stilles spgrgs-
malstegn ved. Sa hvis man vil lege det spil der hedder matematik,
sa ma man acceptere disse beslutninger. Det vil veere min analyse
og det er der rigtige mange der vil vaere uenige i.

Matematik og computere

Slutteligt talte vi om computernes indtog i matematik-
ken, szerligt om kunstig intelligens og perspektiverne for
de si kaldte “automated theorem provers”.

Da man stod i 50’erne og lavede computere, s regnede man
med at der bare skulle lidt mere fart pa computerne sa kunne
matematikerne godt pakke sammen fordi computeren ville kunne
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Det er ekstremt vigtigt, at man ikke har nogen blanke linjer mellem
\begin{align*} og \end{align*}, da KTEX ellers giver fejl.

I disse to eksempler kan man se lidt af, hvordan man skriver
matematik i ATEX. Man kan for eksempel se, at _{...} giver
et subscript og ~{...} giver et superscript. Der er selvfglgelig
flere kommandoer, og man kan se en del af dem ved at kigge i
.tex-filen og sammenligne den med .pdf-filen.

Problemer med “&”, “g¢” og “a”

143 ”

En ting, der nogle gange kan drille i KTEX, er “&”, “¢” og “a
Problemet fremkommer specielt, hvis dokumenter flyttes frem og
tilbage mellem Windows, Linux og Mac OS X. Hvis du oplever,
at WTEX ikke viser specielle tegn (som “&”, “@” og “4”) rigtigt i
dit pdf-dokument, kan du prgve at sendre utf8 i linien

\usepackage [utf8] {inputenc}

til en af fglgende, latinl, Latinl, applemac eller ansinew. Hvis
du har problemer med at se “a&”, “¢” og “a”, allerede nar du
abner short_latex[example] .tex, kan du prgve at hente en af

de andre .tex-filer fra hjemmesiden beskrevet gverst.

Efterskrift

Fra nu af er der kun gvelse tilbage. Det geelder om at komme i
gang med det samme, for jo mere du bruger IATEX, jo bedre bliver
du til det. Hvis du skulle have nogle problemer eller spgrgsmal,
sa skal du vaere velkommen til at sende mig en e-mail. Det kan jo

ske, at jeg har tid til at svare pa den.

mO7kko@math.ku.dk

21. drgang, nr. 1
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brug for at indrage viden fra andre dele af matematik-
ken.

En sidste ting som computere ikke kan, er at de ikke kan formu-
lere hgjereordensbegreber. Det at man kan introducerer hgjereor-
densbegreber, ggr at man kan beskeeftige sig med tingene netop
pa et begrebsmaessigt hgjere niveau. Man kan skeere tingene ud i
blokke, som ggr det lettere at flytte rundt med dem og det ggr sa,
at et menneske lettere kan na hgjere op i matematikken. For at
give en analogi der maske er mere forstaelig, sa kan man sige at
hvis computeren havde laert geometri, sa ville den blive ved med
at beskaftige sig med punkter mens vi mennekser ville indfgre
linier, cirkler og polygoner og det vil ggre det meget lettere for os
at lave teoremer.

Mikkel fortaeller videre at noget vi kan, er at benyt-
te os af analogier, si hvis vi har en metode der virker
i et bevis kan vi forsgge at overfgre til et andet, hvor
vi genkender et lignende mgnster. Det papeger Mikkel
dog kraever fantasi, og det er derfor at maskinerne har
sa sveert ved det, for teknisk set er en analogi eller en
metafor altid et falsk udsagn.

De her “automated theorem provers”, altsa kunstige intelligen-
ser, der prgver at bevise saetninger, de er jo perfekte formalister.
Og deres problemer med at arbejde viser at formalismen i sidste
ende kommer til kort, pad den made at den ikke beskriver hvad
det er matematikere ggr fuldsteendigt. Den beskriver noget af det
matematikere ggr, men den beskriver ikke det hele, og jeg tror at
det den har udeladt er noget af det vigtigste. Praecis de der ev-
ner, at danne konceptuelle sammenblandninger, danne analogier
og danne hgjereordensbegreber. Nar man laver matematik sa er
det altsa ikke kun den der skaksspils-intelligens der skal i brug. Vi
mennekser, vi bruger hele vores repertoire af kognitive redskaber,
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\section{...}, \subsection{...} og \subsubsection{...}.

Nar man har observeret dette smarte system, kan man natur-
ligvis fristes til at tro, at der ogsd er en \subsubsubsection-
kommando, men dette er ikke tilfseldet. WTEX mener ikke, at man
kan have en overskrift, der er sa lille. Det ville vaere at drive det for
langt. Med disse kommandoer vil overskrifterne automatisk blive
numereret. Hvis man vil undga dette, skal man saette en * foran
Tuborg-parenteserne som fx \section*{...}. Et par eksempler
pa overskrifter kan findes i .tex-filen.

Tekst og formatering

At skrive tekst i XTEX er det nemmeste. Man skriver det bare der
i dokumentet, hvor man vil have det til at sta. Hvis man derimod
vil have sin tekst formateret pa en eller anden speciel made, skal
der kommandoer til. Eksempler pa dette kunne veere, hvis man
vil skrive fed eller kursiv tekst. I disse tilfeelde skal man benytte
henholdsvis \textbf{...} og \textit{...}.

Man vil nok opdage, nar man skriver tekst i INTEX, at WTEX
ignorerer multible mellemrum. Dette er ret forskelligt fra mange
andre tekstediteringsprogrammer, hvor man far et langt, blankt
stykke, hvis man indssetter en hel masse mellemrum efter hinan-
den. Grunden til dette er, at ITEX simpelthen ikke kan tro, at
du vil have flere mellemrum i traeck. Hvis man virklig gerne vil
have flere mellemrum i traek, kan man bruge \. Det vil indsatte
et tvungent mellemrum. Sddan kan man bruge \ \ \, hvis man
vil have 3 mellemrum i traek.

Nacsten det samme gor sig geeldende med linjeskift. Hvis man
laver et enkelt linieskift vil IATEX bare indsaette et mellemrum,
og hvis man laver 2 eller flere linjeskift, vil BTEX indssette et

21. drgang, nr. 1
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Blokkens matematiske objekt

Kan du gaette hvad det er? Hvis ikke, sa se pa side 39.
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33

\documentclass [adpaper, 12pt]{article}
\usepackage [utf8] {inputenc}

\usepackage [T1]{fontenc}

\usepackage [danish] {babel}
\usepackage{amsmath,amssymb,amsfonts,amsthm}
\usepackage{graphicx}
\usepackage{color,eucal,enumerate}

Ved forste gjekast kan det jo godt se meget kompliceret ud, og det
er ikke sa maerkeligt, for det er rent faktisk lidt kompliceret. Den
gode nyhed er dog, at man ikke behgver at forsta, hvad det er, der
sker i ens preamble. Ens preamble behgver nemlig ikke at variere
fra dokument til dokument, og man kan derfor bare kopiere en
preamble, man har staende i et seldre dokument. Faktisk er det
ikke bare noget, man kan, det er ogsa det, de fleste gor.

Efter preamblen kommer selve dokumentet. IXTEX er mange
gange selvforklarende og det er, som man kunne gaette, ogsa mel-
lem de to kommandoer \begin{document} og \end{document},
at alt, som man vil have med i sit dokument, skal placeres. Alt
efter \end{document} vil blive ignoreret, hvilket ikke kan siges
om alt fgr \begin{document}. Her skal man helst holde sig fra at
skrive noget, med mindre man ved, at det er noget, der skal sta
der.

At skrive ting efter \end{document} er ikke den eneste méade
man kan fa ITEX til at ignorere, hvad man skriver. Men kan ud-
kommentere linjer med %, hvilket betyder, at hvis man placerer et
%, vil alt pa linjen efter %-tegnet, bliver ignoreret af INTEX (inklusiv
% naturligvis). Denne feature er meget smart under selve skrive-
processen, da man kan udkommentere tekst, hvis man vil prgve
at formulere det anderledes i stedet for at slette det. P4 den made
kan man altid ombestemme sig.

21. drgang, nr. 1
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Rapportage

Ti matematikere i Basta

— Simpel folkeskole matematik... eller hvad?

Bo ’Maling’ Malling Christensen

Vi kender dem alle; de quizshows hvor man ringer ind med et
kvalificeret bud, og hvis man er heldig nok til at komme igennem,
sa er det ikke lige svaret de havde i tankerne.

Den 6. oktober 2009 blev der sendt sddan et program pa Kanal
Kgbenhavn. Detektivprogrammet Basta forsggte at tage sagen op
og undersgge om dette kunne veere en gyldig made at tage folks
penge pa.

De kunne dog ikke klare det alene, sa de hev fat i nogle folk fra
det klogeste folkefeerd i verden, nemlig matematikere. Thi, hvis
de ikke kunne lgse opgaverne — der blev fremstillet som simpel
folkeskolematematik — s& var der to muligheder:

1. Det var ikke simpel folkeskolematematik
2. Vores verden bryder sammen.

Matematikerne blev hevet ind i studiet og regnede pa livet 1gs.
Som forventet kom de dog ikke frem til noget resultat. Da vores
verden endnu ikke er brudt sammen, ma det betyde at der ikke
var tale om folkeskolematematik. Dette var ogsa konklusionen som
Basta endte med.

Opgaven lgd ellers sa simpel;
Laeg alle tallene i trekanterne sam-
men. Herunder er en kopi af tre- 4 Q
kanten i quizzen.

Det sjove var nu, at resultatet
man sggte blev afslgret til sidst i Syv tyve
showet — svaret var 428. S& selv om man ikke kunne finde lgsnin-
gen undervejs, sa kan man finde frem til den bagefter, nu hvor
facit er givet — eller kan man? Kan du?

FaMm@s oktober 2011

Guide

LaTeX pa et gjeblik

Kristian Knudsen Olesen

Intentionen med denne guide er, meget hurtigt at ggre laeseren i
stand til at seette dokumenter op i IXTEX. Som nogle méaske ved,
sa er det muligt at skrive lange bgger om ITEX, men dette er
ikke forsggt her, og grundet guidens beskedne laengde, er den til
tider meget overfladisk. Dette er alt i den gode sags tjeneste, at
laeseren skal komme hurtigt i gang, og senere kan fa forstaelse af
hvad der sker nar IATEXmaskinen gar i gang.

Ahhh nej! LaTeX. Det kan jeg ikke finde ud af

Det er noget vas. I modsatning til hvad mange tror, sa er INTEX
faktisk ret nemt at leere. Hvad der ggr INTEX sa forskellig fra andre
tekstbehandlingsprogrammer, du méaske er vant til at bruge, er, at
det ikke er, det man kalder et WYSIWYG*-skriveprogram. Det
skal man dog ikke lade sig sla ud af, for man vil opdage, at det
faktisk gor det nemmere at bruge, ndr man fgrst er kommet i
gang.

KTEX er noget, man lserer ved at bruge det, sa denne guide
vil tage udgangspunkt i et eksempel pa et KTEX-dokument. Me-
re konkret vil jeg benytte filerne short_latex_example.tex og
short_latex_example.pdf, som begge kan hentes fra

http://www.math.ku.dk/~m07kko/latex/short_famos

I den her guide vil de to filer blive henvist til med henholdsvis
.tex-filen og .pdf-filen. Hvis du har problemer med “&”, “@”,

YWYSIWYG er forkortelse for What you see is what you get, eksempel pa
dette er MS Word eller OpenOffice.

21. argang, nr. 1
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