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En satning om primtal som en

sum af to kvadrater
Frederik Mgllerstrom Lauridsen

Der kan veere mange forskellige mader at bevise en sztning pa
og visse heldige saetninger er da ogsé netop blevet bevist pa et
utal af forskellige méder. En af disse ssetninger er ssetningen om
muligheden for at skrive et primtal som summen af to kvadrater.
Denne saetning har veere kendt siden Fermat, som muligvis ogsa
har haft et bevis for den. Senere har eksempelvis Euler fundet
et bevis og Hardy & Wright giver hele fem forskellige beviser for
seetningen. Méske mest bergmt er Zagiers bevis [3] der kun fylder
en linie. Nedenfor fglger et elegant og bemzerkelsveerdigt bevis
for en tilstraeekkelig betingelse for at et primtal p kan skrives som
summen af to kvadrater?. Beviset tager udgangspunkt i Heath-
Browns bevis fra 1984 som fremstillet i [1] og [2].

Satning 1 Lad p vere et primtal som opfylder at p =1 (mod 4).
Da findes z,y € N sddan at p = x° + y2.

Bevis. Lad p veere et primtal som opfylder at p = 1 (mod 4)
d.v.s p = 4k + 1 for et k € N, og betragt fglgende tre endelige
ikke-tomme meaengder:

S ={(z,y,2) € Z3: dxy + 2*> = p,x > 0,y > 0},
T={(z,y,2) € S: 2>0}, U={(z,y,2) €S:x—y+2z>0}

samt de tre linezre afbildninger, f4: S — S, fp: T — T og
fo: U — U givet ved matricerne

01 0 01 0 1 -1 1
A=|10 o|,B=|1 0 0o]l,c=[0 1 o
00 —1 00 1 0 2 -1

2Det er let at vise at betingelsen ligeledes er ngdvendig nar p # 2.

21. argang, nr. 1



En satning om primtal som en sum af to kvadrater

Det overlades som en let gvelse til leeseren at tjekke at disse af-
bildninger er veldefinerede.

Det bemeerkes forst at A2 = B2 = C? = E, hvor E som sad-
vanlig betegner enhedsmatricen, og at afbildningerne dermed alle
er involutioner3. Videre ses det let at

fa(T) ={(z,y,2) € S: 2 <0} og
faU) =A{(z,y,2) € S: x —y+ 2z < 0}

samt at disse opfylder at S = T'U f4(T') da punkter af formen
(z,y,0) ikke kan vaere elementer i S, eftersom fire ikke gar op i p,
og at S =UU fa(U) eftersom x — y + z = 0 giver at

p:4a;y+z2:4ary+(y—x)2:(a;+y)2

hvilket ikke er muligt da p er et primtal.

Da videre fa: S — S er en involution, og saledes specielt en
bijektion, ma vi have at |T| = |[fa(T)| og |U| = |fa(U)|. Vi kan
saledes slutte at 2|T| = |S| = 2|U|, da TN fa(T) = UNfa(U) = 0,
og dermed er |T| = |U].

Vi bemeerker nu at punktet (k,1,1) er et fikspunkt for funk-
tionen fo: U — U samt at dette er det eneste sddanne fikspunkt
eftersom

(95,%2) :fC((xay7Z)) = (x—y+z,y,2y—z) =y=z

men da er p = 4zxy + y2 = (4 + y)y og eftersom p er et primtal
kan vi slutte at y = 2z = 1 og dermed at z = k.

Eftersom fo: U — U er en involution pa U med netop et fiks-
punkt, fglger det nu at kardinaliteten af U er ulige, og dermed

3En involution er en funktion som er sin egen invers.
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at kardinaliteten af T ligeledes er ulige. Heraf fglger at enhver
involution pa 7" ma have mindst et fikspunkt (og altid et ulige
antal), specielt ma fp: T — T have et fikspunkt. Altsa et punkt
(to,t1,t2) € T som opfylder at

(to,t1,t2) = fB((to, t1,t2)) = (t1,t0,t2)
d.v.s at tg = t1, og da nu (g, t1,t2) € T kan vi slutte at
p = Aoty + ta® = (2t1)? + 12,

hvilket var hvad vi gnskede at vise. O
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